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1. バネ定数 kのバネに質量mのおもりを付け，他端を固定す
る．おもりと机の間には速度に比例した摩擦力が働くとする
と，おもりの運動方程式は

mx′′(t) = −kx(t)− γx′(t)

と書ける．おもりにつり合いの位置で初速度 v0 を与えた時
(x(0) = 0, x′(0) = v0)，その後のおもりの運動 x(t)を決定
し，グラフに表せ．ただし，摩擦は十分に小さいとする．

x(t) = eλt を運動方程式に代入すると，

mλ2eλt = −keλt − γλeλt,

mλ2 + γλ+ k = 0

となる．式を綺麗にするため，β =
γ

2m
, ω =

√
k

m
を導入す

ると，特性方程式は

λ2 + 2βλ+ ω2 = 0

となる．これを解くと，

λ = −β ±
√
β2 − ω2

となる．摩擦が十分小さいとすると，β < ωなので，ω2−β2 >
0より，ω0 =

√
ω2 − β2 とおくと，λ = −β ± iω0 となり，

一般解は

x(t) = Ae(−β+iω0)t +Be(−β−iω0)t

= e−βt(Aeiω0t +Be−iω0t)

= e−βt(C cosω0t+D sinω0t)

となる．ただし，C = A+B, D = i(A−B)とおいた．

初期条件は，x(0) = 0, v(0) = v0となる．よって，0 = x(0) =
C を得る．また，

v(t) = x′(t) = e−βt(ω0D cosω0t− βD sinω0t)

より，

v0 = v(0) = ω0D

なので，

C = 0 D =
v0
ω0

を得る．

したがって，

x(t) =
v0
ω0

e−βt sinω0t

となる．

微小な摩擦力によって減衰振動が起こる。

2. (1) f(x, y) = log(x2 + y2)に対し，全微分 df を計算せよ．

∂f

∂x
=

2x

x2 + y2
,

∂f

∂y
=

2y

x2 + y2
,

df =
2

x2 + y2
(xdx+ ydy) .

(2) f(x, y) = exy に対し，
∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
を示せ．

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x
(xexy)

= (x)′exy + x(exy)′ = exy + xyexy = (1 + xy)exy ,

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y
(yexy) = (1 + xy)exy .

3. 原点 (0, 0, 0)に電荷 qがあるときの電位は

ϕ(x, y, z) =
q

4πϵ0r

で与えられる．ただし，r =
√
x2 + y2 + z2 である．

(1) 電場

−→
E = −

−→
∇ϕ

を計算せよ．ただし，
−→
∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
である．

−→
E = −

−→
∇ϕ

= −−→∇
(

q

4πϵ0r

)
= − q

4πϵ0

(
−→
∇ 1

r

)
ここで，

∂

∂x

1

r
=

∂

∂x
(x2 + y2 + z2)−

1
2

= −1

2
(x2 + y2 + z2)−

3
2 (x2 + y2 + z2)′

= −1

2
(x2 + y2 + z2)−

3
2 2x

= −x(x2 + y2 + z2)−
3
2

= − x(√
x2 + y2 + z2

)3
= − x

r3

同様に，

∂

∂y

1

r
= − y

r3
,

∂

∂z

1

r
= − z

r3
.

以上より，

−→
∇ 1

r
=

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
1

r

=

(
∂

∂x

1

r
,
∂

∂y

1

r
,
∂

∂z

1

r

)



=
(
− x

r3
,− y

r3
,− z

r3

)
= − 1

r3
(x, y, z)

= −
−→r
r3

.

したがって，

−→
E = − q

4πϵ0

(
−
−→r
r3

)
=

q

4πϵ0r3
−→r

(2)
−→
∇ ·

−→
E = 0 を示せ．

−→
∇ ·

−→
E =

−→
∇ ·

(
q

4πϵ0r3
−→r
)

=
q

4πϵ0

−→
∇ ·

(−→r
r3

)
ここで，

∂

∂x

x

r3
=

∂

∂x
x(x2 + y2 + z2)−

3
2

= (x2 + y2 + z2)−
3
2 − 3

2
x(x2 + y2 + z2)−

5
2 2x

=
1

r3
− 3x2

r5

同様に，

∂

∂y

y

r3
=

1

r3
− 3y2

r5
,

∂

∂z

z

r3
=

1

r3
− 3z2

r5
.

以上より，

−→
∇ ·

(−→r
r3

)
=

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
·
( x

r3
,
y

r3
,
z

r3

)
=

∂

∂x

x

r3
+

∂

∂y

y

r3
+

∂

∂z

z

r3

=
3

r3
− 3(x2 + y2 + z2)

r5

=
3

r3
− 3r2

r5

= 0.

したがって，
−→
∇ ·

−→
E = 0

4. (1) y = e−x2

のグラフの概形を書け．

(2) 定積分
∫ ∞

0

e−x2

dxを計算せよ．

I =

∫ ∞

0

e−x2

dxとし，I2 を計算すると，

I2 =

(∫ ∞

0

e−x2

dx

)(∫ ∞

0

e−y2

dy

)

=

∫ ∞

0

dx

∫ ∞

0

dy e−(x2+y2)

=

∫ ∞

0

dr

∫ π
2

0

dθ re−r2

=

(∫ ∞

0

re−r2dr

)(∫ π
2

0

dθ

)

= −1

2

[
e−r2

]∞
0

[θ]
π
2
0

= −1

2
(0− 1)

(π
2
− 0
)

=
π

4

より，I =

√
π

4
=

√
π

2
を得る．

∫ ∞

0

e−x2

dx =

√
π

2

5. ∆f(r) = 0となるような rの関数 f(r)を全て求めよ．ただ

し，r =
√

x2 + y2 + z2，∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
である．

∂

∂x
f(r) =

∂r

∂x

d

dr
f(r) =

x

r
f ′(r)

∂2

∂x2
f(r) =

∂

∂x

x

r
f ′(r) =

1

r
f ′(r) + x

∂

∂x

1

r
f ′(r)

=
1

r
f ′(r) + x

∂r

∂x

d

dr

1

r
f ′(r) =

1

r
f ′(r) + x

x

r

f ′′(r)r − f ′(r)

r2

=

(
1

r
− x2

r3

)
f ′(r) +

x2f ′′(r)

r2

同様に，

∂2

∂y2
f(r) =

(
1

r
− y2

r3

)
f ′(r) +

y2f ′′(r)

r2
,

∂2

∂z2
f(r) =

(
1

r
− z2

r3

)
f ′(r) +

z2f ′′(r)

r2

したがって，

∆f(r) =
∂2

∂x2
f(r) +

∂2

∂y2
f(r) +

∂2

∂z2
f(r)

=

(
3

r
− x2 + y2 + z2

r3

)
f ′(r) +

(x2 + y2 + z2)f ′′(r)

r2

=
2

r
f ′(r) + f ′′(r) = 0

を得る．f ′(r) = g(r)とすると，

2

r
g +

dg

dr
= 0,

dg

g
= −2dr

r
,∫

dg

g
= −

∫
2dr

r
,

log g = −2 log r + C = log
eC

r2
,

g =
A

r2
(A = eC)

より， f(r) =
A

r2
+B (A, B は任意の定数)



6. 関数 f(x, y) = e−xyを下図の領域D で積分することにより，
定積分 ∫ ∞

0

e−ax − e−bx

x
dx

の値を求めよ．ただし，0 < a < bとする．

2重積分 ∫∫
D

e−xydxdy

を，先に x，次に yで累次積分すると，∫ b

a

dy

∫ ∞

0

dxe−xy =

∫ b

a

dy

[
−1

y
e−xy

]x=∞

x=0

=

∫ b

a

dy
1

y

= [log y]
b
a

= log
b

a

を得る．一方，先に y，次に xで累次積分すると，

∫ ∞

0

dx

∫ b

a

dye−xy =

∫ ∞

0

dx

[
− 1

x
e−xy

]y=b

y=a

=

∫ ∞

0

e−ax − e−bx

x
dx

となる．積分の順序を入れ替えても値は変わらないので

∫ ∞

0

e−ax − e−bx

x
dx = log

b

a

を得る．


