
数学 I　第12回　関数の微分法 II 2015年 7月 1日 担当：佐藤 純

問題 1 以下で与えられた関数 yを xで微分し，y′を求めよ．

(1-1) y = 3x

(3x)′ = y(log y)′ = 3x(x log 3)′ = 3x log 3

(1-2) y = 2x + cos x

(2x + cos x)′ = 2x(x log 2)′ − sinx = 2x log 2− sin x

(1-3) y = π sin x+ cos x

(π sinx+ cos x)′ = π(sinx)′ + (cosx)′ = π cosx− sinx

(1-4) y = e log x− e

y′ =
e

x

(1-5) y = log(2x)

y′ = (log x+ log 2)′ =
1

x

(1-6) y = log10 x

y′ =

(
log x

log 10

)′

=
1

x log 10

(1-7) y = log x− log π

y′ =
1

x

(1-8) y = x2 log 2

y′ = 2x log 2

(1-9) y = x2 log x

y′ = (x2)′ log x+ x2(log x)′ = 2x log x+ x

(1-10) y =
sinx

ex

y′ = (e−x sin x)′ = (e−x)′ sinx+ e−x(sinx)′ = −e−x sin x+ e−x cosx = e−x(cosx− sinx)

(1-11) y =
x+ 1

x− 1

y′ =

(
1 +

2

x− 1

)′

=

(
2

x− 1

)′

= − 2

(x− 1)2



(1-12) y =
log x

x

y′ =
(log x)′x− log x(x)′

x2
=

1− log x

x2

問題 2 以下で与えられた関数 f(x)に対し，n階の導関数 f (n)(x)が以下の式で与えられることを示せ．

(2-1) f(x) = ex, f (n)(x) = ex (n = 0, 1, 2, · · · )
f ′(x) = ex, f ′′(x) = ex, · · · より明らか．

(2-2) f(x) = sinx, f (n)(x) = sin
(
x+ nπ

2

)
(n = 0, 1, 2, · · · )

• n = 0のときは成り立っている．
• n = kのとき成り立っていると仮定すると，

f (k+1)(x) =
{
f (k)(x)

}′
=

{
sin

(
x+

kπ

2

)}′

= cos

(
x+

kπ

2

)
= sin

[(
x+

kπ

2

)
+

π

2

]
= sin

(
x+

(k + 1)π

2

)
より，n = k + 1でも成り立っている．

• 以上より，n = 0, 1, 2, · · · で成り立っている．

(2-3) f(x) = cosx, f (n)(x) = cos
(
x+ nπ

2

)
(n = 0, 1, 2, · · · )

• n = 0のときは成り立っている．
• n = kのとき成り立っていると仮定すると，

f (k+1)(x) =
{
f (k)(x)

}′
=

{
cos

(
x+

kπ

2

)}′

= − sin

(
x+

kπ

2

)
= cos

[(
x+

kπ

2

)
+

π

2

]
= cos

(
x+

(k + 1)π

2

)
より，n = k + 1でも成り立っている．

• 以上より，n = 0, 1, 2, · · · で成り立っている．

別解

(cosx+ i sinx)(n) = (eix)(n) = ineix = (ei
π
2 )neix = ei

nπ
2 eix = ei(x+

nπ
2
)

= cos
(
x+

nπ

2

)
+ i sin

(
x+

nπ

2

)
実部と虚部を比べて与式を得る．

(2-4) f(x) = ex sin x, f (n)(x) = 2
n
2 ex sin

(
x+ nπ

4

)
(n = 0, 1, 2, · · · )

• n = 0のときは成り立っている．
• n = kのとき成り立っていると仮定すると，

f (k+1)(x) =
{
f (k)(x)

}′
=

{
2

k
2 ex sin

(
x+

kπ

4

)}′

= 2
k
2 ex
{
sin

(
x+

kπ

4

)
+ cos

(
x+

kπ

4

)}



= 2
k
2 ex
{√

2 sin

[(
x+

kπ

4

)
+

π

4

]}
= 2

k+1
2 ex sin

(
x+

(k + 1)π

4

)
より，n = k + 1でも成り立っている．

• 以上より，n = 0, 1, 2, · · · で成り立っている．
(2-5) f(x) = ex cos x, f (n)(x) = 2

n
2 ex cos

(
x+ nπ

4

)
(n = 0, 1, 2, · · · )

• n = 0のときは成り立っている．
• n = kのとき成り立っていると仮定すると，

f (k+1)(x) =
{
f (k)(x)

}′
=

{
2

k
2 ex cos

(
x+

kπ

4

)}′

= 2
k
2 ex
{
cos

(
x+

kπ

4

)
− sin

(
x+

kπ

4

)}
= 2

k
2 ex
{√

2 cos

[(
x+

kπ

4

)
+

π

4

]}
= 2

k+1
2 ex cos

(
x+

(k + 1)π

4

)
より，n = k + 1でも成り立っている．

• 以上より，n = 0, 1, 2, · · · で成り立っている．

別解

(ex cosx+ iex sinx)(n) = (exeix)(n) = (e(1+i)x)(n) = (1 + i)ne(1+i)x = (
√
2ei

π
4 )ne(1+i)x

= 2
n
2 ei

nπ
4 e(1+i)x = 2

n
2 exei(x+

nπ
4
)

= 2
n
2 ex cos

(
x+

nπ

4

)
+ i 2

n
2 ex sin

(
x+

nπ

4

)
実部と虚部を比べて与式を得る．

(2-6) f(x) =
1

1− x
, f (n)(x) =

n!

(1− x)n+1
(n = 0, 1, 2, · · · )

• n = 0のとき
0!

(1− x)0+1
=

1

1− x
で成り立っている．

• n = kのとき成り立っていると仮定すると，

f (k+1)(x) =
{
f (k)(x)

}′
=

{
k!

(1− x)k+1

}′

= k! {−(k + 1)} (1− x)−(k+1)−1(1− x)′

= (k + 1)!(1− x)−(k+2)

=
(k + 1)!

(1− x)(k+1)+1

より，n = k + 1でも成り立っている．
• 以上より，n = 0, 1, 2, · · · で成り立っている．

(2-7) f(x) = log(1 + x), f (n)(x) =
(−1)n+1(n− 1)!

(1 + x)n
(n = 1, 2, · · · )

• n = 1のとき
(−1)2(0)!

(1 + x)1
=

1

1 + x
で成り立っている．



• n = kのとき成り立っていると仮定すると，

f (k+1)(x) =
{
f (k)(x)

}′
=

{
(−1)k+1(k − 1)!

(1 + x)k

}′

= (−1)k+1(k − 1)!(−k)(1 + x)−k−1(1 + x)′

= (−1)k+2k!(1 + x)−(k+1)

=
(−1)k+2k!

(1 + x)k+1

より，n = k + 1でも成り立っている．
• 以上より，n = 1, 2, · · · で成り立っている．

問題 3 二項係数 nCk =
n!

k!(n− k)!
を使った以下の公式を示せ．ただし，0! = 1とする．

(3-1) (x+ y)n =
n∑

k=0

nCkx
kyn−k

• n = 0のとき 0C0x
0y0 =

0!

0!0!
= 1で成り立っている．

• n = ℓのとき成り立っていると仮定すると，

(x+ y)ℓ+1 = (x+ y)(x+ y)ℓ = (x+ y)
ℓ∑

k=0

ℓCkx
kyℓ−k

=
ℓ∑

k=0

ℓCk(x
k+1yℓ−k + xkyℓ−k+1)

=

(
ℓ∑

k=0

ℓCkx
k+1yℓ−k

)
+

(
ℓ∑

k=0

ℓCkx
kyℓ−k+1

)

=

(
ℓ+1∑
k=1

ℓCk−1x
kyℓ−k+1

)
+

(
ℓ∑

k=0

ℓCkx
kyℓ−k+1

)

=

(
ℓCℓx

ℓ+1 +
ℓ∑

k=1

ℓCk−1x
kyℓ−k+1

)
+

(
ℓC0y

ℓ+1 +
ℓ∑

k=1

ℓCkx
kyℓ−k+1

)

= xℓ+1 + yℓ+1 +
ℓ∑

k=1

(ℓCk−1 + ℓCk) x
kyℓ−k+1.

ここで，

ℓCk−1 + ℓCk =
ℓ!

(k − 1)!(ℓ− k + 1)!
+

ℓ!

k!(ℓ− k)!

=
kℓ!

{k(k − 1)!} (ℓ− k + 1)!
+

(ℓ− k + 1)ℓ!

k! {(ℓ− k + 1)(ℓ− k)!}

=
kℓ!

k!(ℓ− k + 1)!
+

(ℓ− k + 1)ℓ!

k!(ℓ− k + 1)!

=
(ℓ+ 1)ℓ!

k!(ℓ− k + 1)!
=

(ℓ+ 1)!

k!(ℓ− k + 1)!
= ℓ+1Ck



なので，

(x+ y)ℓ+1 = xℓ+1 + yℓ+1 +
ℓ∑

k=1

ℓ+1Ckx
kyℓ−k+1

=
ℓ+1∑
k=0

ℓ+1Ckx
ky(ℓ+1)−k

より，n = ℓ+ 1でも成り立っている．
• 以上より，n = 0, 1, 2, · · · で成り立っている．

(3-2) (fg)(n) =
n∑

k=0

nCkf
(k)g(n−k)

• n = 0のとき 0C0f
(0)g(0) =

0!

0!0!
fg = fg = (fg)(0)で成り立っている．

• n = ℓのとき成り立っていると仮定すると，

(fg)(ℓ+1) =
{
(fg)(ℓ)

}′
=

(
ℓ∑

k=0

ℓCkf
(k)g(ℓ−k)

)′

=
ℓ∑

k=0

ℓCk

{(
f (k)
)′
g(ℓ−k) + f (k)

(
g(ℓ−k)

)′}
=

ℓ∑
k=0

ℓCk

{
f (k+1)g(ℓ−k) + f (k)g(ℓ−k+1)

}
.

あとは前問と全く同じ計算で

(fg)(ℓ+1) =
ℓ+1∑
k=0

ℓ+1Ckf
(k)g(ℓ+1−k)

が示せる．よって，n = ℓ+ 1でも成り立っている．
• 以上より，n = 0, 1, 2, · · · で成り立っている．

問題 4 n = 0, 1, 2, 3, · · · に対し，関数Hn(x)を

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
e−x2

で定義する．

(4-1) H0(x), H1(x), H2(x), H3(x)を具体的に計算せよ．

(e−x2

)′ = −2xe−x2

(e−x2

)′′ = (−2xe−x2

)′ = (−2 + 4x2)e−x2

(e−x2

)′′′ =
{
(−2 + 4x2)e−x2

}′
= (8x+ 4x− 8x3)e−x2

= (12x− 8x3)e−x2

より，

H0(x) = (−1)0ex
2

e−x2

= 1

H1(x) = (−1)1ex
2

(e−x2

)′ = −ex
2

(−2xe−x2

) = 2x

H2(x) = (−1)2ex
2

(e−x2

)′′ = ex
2

(−2 + 4x2)e−x2

= 4x2 − 2

H3(x) = (−1)3ex
2

(e−x2

)′′′ = −ex
2

(12x− 8x3)e−x2

= 8x3 − 12x



(4-2) 漸化式

Hn+1(x) = 2xHn(x)− 2nHn−1(x)

を示せ．

Hn+1(x) = (−1)n+1ex
2 dn+1

dxn+1
e−x2

= (−1)n+1ex
2 dn

dxn
(e−x2

)′

= (−1)n+1ex
2 dn

dxn
(−2xe−x2

)

= 2(−1)nex
2

(xe−x2

)(n)

= 2(−1)nex
2
{

nC0x(e
−x2

)(n) + nC1(x)
′(e−x2

)(n−1) + nC2(x)
′′(e−x2

)(n−2) + · · ·
}

= 2(−1)nex
2
{
x(e−x2

)(n) + n(e−x2

)(n−1)
}

= 2x(−1)nex
2

(e−x2

)(n) − 2n(−1)n−1ex
2

(e−x2

)(n−1)

= 2xHn(x)− 2nHn−1(x).


