
数学 I　第7回　複素数の極形式 2015年 5月 27日 担当：佐藤 純

問題 1 以下の複素数を複素平面上に図示し，極形式で表せ。

(1-1) z = 1 + i,

|z| =
√
12 + 12 =

√
2,

z =
√
2
(

1√
2
+ 1√

2
i
)
=

√
2
(
cos π

4
+ i sin π

4

)
=

√
2ei

π
4 .

(1-2) z = 1−
√
3i,

|z| =
√
12 + (−

√
3)2 = 2,

z = 2
(

1
2
−

√
3
2
i
)
= 2

(
cos(−π

3
) + i sin(−π

3
)
)
= 2e−iπ

3 .

(1-3) z = 3 +
√
3i,

|z| =
√
32 +

√
3
2
= 2

√
3,

z = 2
√
3
(√

3
2
+ 1

2
i
)
= 2

√
3
(
cos π

6
+ i sin π

6

)
= 2

√
3ei

π
6 .
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(1-4) z = −1 + i,

|z| =
√
(−1)2 + 12 =

√
2,

z =
√
2
(
− 1√

2
+ 1√

2
i
)
=

√
2
(
cos 3π

4
+ i sin 3π

4

)
=

√
2ei

3π
4

(1-5) z = −
√
6−

√
2i,

|z| =
√
(−

√
6)2 + (−

√
2)2 = 2

√
2,

z = 2
√
2
(
−

√
3
2
− 1

2
i
)
= 2

√
2
(
cos 7π

6
+ i sin 7π

6

)
= 2

√
2ei

7π
6

(1-6) z = −2i,

|z| =
√
02 + (−2)2 = 2,

z = 2 (−i) = 2
(
cos

(
−π

2

)
+ i sin

(
−π

2

))
= 2e−iπ

2

2



問題 2 以下の複素数を複素平面上に図示し，x+ iy (x, yは実数)の形に表せ。

(2-1) ei
π
2 = i

(2-2) eiπ = −1

(2-3) ei
π
3 =

1

2
+

√
3

2
i

(2-4) ei
5π
6 = −

√
3

2
+

1

2
i

(2-5) e−iπ
4 =

1√
2
− 1√

2
i

(2-6) e−iπ
2 = −i

問題 3 α = 1 +
√
3 i, β = 1 + i とするとき，以下の値を求めよ。

(3-1) α6

α = 2ei
π
3 より，

α6 = (2ei
π
3 )6 = 26(ei

π
3 )6 = 26ei

π
3
×6 = 64e2πi = 64

(3-2) β8

β =
√
2ei

π
4 より，

β8 = (
√
2)8(ei

π
4 )8 = 24(ei

π
4 )8 = 24ei

π
4
×8 = 16e2πi = 16

(3-3)

(
α

β

)12

α = 2ei
π
3 , β =

√
2ei

π
4 より，

α

β
=

√
2ei(

π
3
−π

4
) =

√
2ei

π
12 を得る。これより，(

α

β

)12

=
(√

2ei
π
12

)12

=
(√

2
)12 (

ei
π
12

)12
=

(√
2
)12

ei
π
12

×12 = 26eiπ = −64
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(3-4)

(
α√
2β

)2014

α = 2ei
π
3 ,

√
2β = 2ei

π
4 より，

α√
2β

= ei(
π
3
−π

4
) = ei

π
12 なので，

(
α√
2β

)2014

=
(
ei

π
12

)2014
= ei

π
12

×2014 = ei
1007
6

π = ei(168−
1
6)π

= e168iπ−iπ
6 = e168iπe−iπ

6 = e−iπ
6 =

√
3

2
− 1

2
i

を得る。

問題 4 α = eiπ/3, β = eiπ/4 とする。α/βを計算することにより，

cos
π

12
および sin

π

12
の値を求めよ。

α

β
=

ei
π
3

ei
π
4

= ei(
π
3
−π

4 )

= ei
π
12

= cos
π

12
+ i sin

π

12

一方、

α

β
=

ei
π
3

ei
π
4

=
1
2
+

√
3
2
i

1√
2
+ 1√

2
i

=
1√
2

1 +
√
3i

1 + i

=
1√
2

(1 +
√
3i)(1− i)

(1 + i)(1− i)

=
(
√
3 + 1) + i(

√
3− 1)

2
√
2

=
(
√
6 +

√
2) + i(

√
6−

√
2)

4

実物と虚部を比較して、cos
π

12
=

√
6 +

√
2

4
, sin

π

12
=

√
6−

√
2

4
を得る。
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問題 5 正の実数 a, bと 0 < θ < πに対し，複素数 α, βを α = a, β = beiθで定める。

(5-1) 複素数 α, βを複素平面内に図示せよ。

(5-2) c = |α− β|とするとき，cを前問で描いた複素平面内に図示せよ。

(5-3) 余弦定理 c2 = a2 + b2 − 2ab cos θを証明せよ。

c2 = |α− β|2

= |a− beiθ|2

= |(a− b cos θ) + i(−b sin θ)|2

= (a− b cos θ)2 + (−b sin θ)2

= a2 + b2 − 2ab cos θ

問題 6 a =

√
3 + 1

2
, b =

√
3− 1

2
, z =

a+ ib

a− ib
− a− ib

a+ ib
+ 1 のとき，z2014を求めよ。

z =
a+ ib

a− ib
− a− ib

a+ ib
+ 1

=
(a+ ib)2 − (a− ib)2

(a− ib)(a+ ib)
+ 1

=
4iab

a2 + b2
+ 1

=
4i 1

2

2
+ 1

= 1 + i

=
√
2ei

π
4

より、

z2014 =
(√

2ei
π
4

)2014

=
(√

2
)2014 (

ei
π
4

)2014
= 21007ei

π
4
×2014

= 21007eiπ(504−
1
2
)

= 21007e504πie−iπ
2

= 21007 × 1× (−i)

= −21007i.
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