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問題 1 オイラーの公式 eix = cos x+ i sin x を使って、以下の式を証明せよ。

(1-1) cos(α + β) = cosα cos β − sinα sin β
sin(α + β) = sinα cos β + cosα sin β

ei(α+β) = eiαeiβ = (cosα + i sinα)(cos β + i sin β)

= (cosα cos β − sinα sin β) + i(sinα cos β + cosα sin β)

一方、ei(α+β) = cos(α + β) + i sin(α + β) なので、

cos(α + β) + i sin(α + β) = (cosα cos β − sinα sin β) + i(sinα cos β + cosα sin β)

である。これの実部と虚部を比べて与式を得る。

(1-2) cosnx+ i sinnx = (cos x+ i sinx)n

cosnx+ i sinnx = einx =
(
eix

)n
= (cos x+ i sin x)n

問題 2 次の極限値を求めよ。

(2-1) lim
x→0

sin 4x

x
= lim

x→0
4
sin 4x

4x
= 4lim

x→0

sin 4x

4x
= 4

(2-2) lim
x→0

sin 3x

sin 2x
= lim

x→0

(
3

2

sin 3x

3x

2x

sin 2x

)
=

3

2

(
lim
x→0

sin 3x

3x

)(
lim
x→0

2x

sin 2x

)
=

3

2
× 1× 1 =

3

2

(2-3)

lim
x→0

1− cosx

x sinx
= lim

x→0

(1− cosx)(1 + cos x)

x sinx(1 + cos x)
= lim

x→0

sin2 x

x sin x(1 + cos x)

= lim
x→0

sin x

x

1

1 + cos x
=

1

2

(2-4) lim
x→π

sin 3x

sin 2x
x = y + πとおくと、x → πのとき、y → 0なので、

lim
x→π

sin 3x

sin 2x
= lim

y→0

sin 3(y + π)

sin 2(y + π)
= −lim

y→0

sin 3y

sin 2y
= −3

2

(2-5) lim
x→π/2

x− π/2

cosx

x = y + π/2とおくと、x → π/2のとき、y → 0なので、

lim
x→π/2

x− π/2

cos x
= lim

y→0

y

cos(y + π/2)
= lim

y→0

y

− sin y
= −1

ここで、極限値

sinx

x
= 1

を使った。
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問題 3 　

(3-1) 関数 f(x)の導関数 f ′(x)の定義式を書け。

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

(3-2) f(x) = sinxの導関数を、上の定義式にしたがって計算せよ。

(sinx)′ = lim
h→0

sin(x+ h)− sin x

h

= lim
h→0

sin x cosh+ cos x sinh− sin x

h

= sin x lim
h→0

cosh− 1

h
+ cos x lim

h→0

sinh

h

ここで、

lim
h→0

cosh− 1

h
= lim

h→0

(cosh− 1)(cosh+ 1)

h(cosh+ 1)

= lim
h→0

cos2 h− 1

h(cosh+ 1)

= lim
h→0

− sin2 h

h(cosh+ 1)

= −
(
lim
h→0

sinh
)(

lim
h→0

sinh

h

)(
lim
h→0

1

cosh+ 1

)
= −0× 1× 1

2
= 0

より、

(sinx)′ = cos x

(3-3) f(x) = cosxの導関数を、上の定義式にしたがって計算せよ。

(cosx)′ = lim
h→0

cos(x+ h)− cosx

h

= lim
h→0

cosx cosh− sin x sinh− cosx

h

= cos x lim
h→0

cosh− 1

h
− sin x lim

h→0

sinh

h

ここで、

lim
h→0

cosh− 1

h
= 0

より、

(cosx)′ = − sin x
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