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1. 反応速度定数 kの化学反応 A+B → C を考える。
時刻 t = 0でのA, Bの濃度をN とし, Cの濃度を 0とする。

(1) 時刻 tでの C の濃度 x(t)が満たす微分方程式を書け。
化学反応で C が xだけ生成されたとき、A, B の濃度

はN − xである。C の生成速度
dx

dt
はAの濃度N − x

と Bの濃度N − xの積 (N − x)2に比例し、その比例
定数が反応速度定数 kであるので、

dx

dt
= k(N − x)2

となる。

(2) この微分方程式を解いて x(t)を求め、グラフを描け。

∫
dx

(N − x)2
=

∫
kdt,

1

N − x
= kt+A

ここで、初期条件 x(0) = 0より、A = 1/N なので、

1

N − x
= kt+

1

N
, x(t) = N

(
1− 1

Nkt+ 1

)

t

N
x

2. xの関数 yに対する以下の微分方程式の一般解を求めよ。
(1) y′′ + 4y = 0

指数関数型の解 y = eλx を仮定して微分方程式に代入
すると、

λ2eλx + 4eλx = 0,

eλx(λ2 + 4) = 0,

λ2 + 4 = 0,

λ = ±2i

を得る。これを y = eλx に代入して、２つの独立解
y = e2ix, y = e−2ix を得る。よって、この微分方程式
の一般解は

y = Ae2ix +Be−2ix (A,B は積分定数)

となる。
あるいは、指数関数をオイラーの公式を使って三角関
数に直すと、

y = C cos 2x+D sin 2x (C,Dは積分定数)

となる。ただし、C = A+B, D = i(A−B)とおいた。

(2) y′′ + y′ − 6y = 0

同様に、特性方程式 λ2 + λ − 6 = (λ + 3)(λ − 2) = 0
を解いて、λ = 2,−3より、一般解は

y = Ae2x +Be−3x (A,B は積分定数)

となる。

3. (1) z(x, y) = x2y + xy2 に対し、全微分 dzを計算せよ。

∂z

∂x
= 2xy + y2,

∂z

∂y
= x2 + 2xy,

dz =
∂z

∂x
dx+

∂z

∂y
dy = (2xy + y2)dx+ (x2 + 2xy)dy

(2) z(x, y) = exy に対し、
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y∂x
を示せ。

∂z

∂x
= yexy,

∂z

∂y
= xexy,

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂x
(xexy) = (1 + xy)exy

∂2z

∂y∂x
=

∂

∂y
(yexy) = (1 + xy)exy

4. 位置ベクトル −→r とその大きさ rを

−→r = (x, y, z), r = |−→r | =
√
x2 + y2 + z2

と書くとき、以下の量を計算せよ。

(1)
−→
∇r =

−→r
r

∂r

∂x
=

∂

∂x
(x2 + y2 + z2)1/2

=
1

2
(x2 + y2 + z2)−1/2(x2 + y2 + z2)′

=
1

2
(x2 + y2 + z2)−1/22x

= x(x2 + y2 + z2)−1/2

=
x√

x2 + y2 + z2
=

x

r

同様に、

∂r

∂y
=

y

r
,

∂r

∂z
=

z

r
.

以上より、

−→
∇r =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
r

=

(
∂r

∂x
,
∂r

∂y
,
∂r

∂z

)
=
(x
r
,
y

r
,
z

r

)
=

1

r
(x, y, z) =

−→r
r
.

(2)
−→
∇ · −→r = 3

−→
∇ · −→r =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
· (x, y, z)

=
∂

∂x
x+

∂

∂y
y +

∂

∂z
z

= 1 + 1 + 1 = 3.



(3)
−→
∇ 1

r
= −

−→r
r3

∂

∂x

1

r
=

∂

∂x
(x2 + y2 + z2)−1/2

= −1

2
(x2 + y2 + z2)−3/2(x2 + y2 + z2)′

= −1

2
(x2 + y2 + z2)−3/22x

= −x(x2 + y2 + z2)−3/2

= − x(√
x2 + y2 + z2

)3 = − x

r3

同様に、
∂

∂y

1

r
= − y

r3
,

∂

∂z

1

r
= − z

r3
.

以上より、

−→∇ 1

r
=

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)
1

r

=

(
∂

∂x

1

r
,
∂

∂y

1

r
,
∂

∂z

1

r

)
=
(
− x

r3
,− y

r3
,− z

r3

)
= − 1

r3
(x, y, z) = −

−→r
r3

.

(4) ∆
1

r
= 0

∂2

∂x2

1

r
=

∂

∂x

(
∂

∂x

1

r

)
= − ∂

∂x

x

r3

= − ∂

∂x
x(x2 + y2 + z2)−3/2

= −(x2 + y2 + z2)−3/2 +
3

2
x(x2 + y2 + z2)−5/22x

= − 1

r3
+

3x2

r5

同様に、

∂2

∂y2
1

r
= − 1

r3
+

3y2

r5
,

∂2

∂z2
1

r
= − 1

r3
+

3z2

r5
.

以上より、

∆
1

r
=

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
1

r

=
∂2

∂x2

1

r
+

∂2

∂y2
1

r
+

∂2

∂z2
1

r

= − 3

r3
+

3(x2 + y2 + z2)

r5

= − 3

r3
+

3r2

r5
= 0.

5. 2次元 xy平面内で、直線 y = xと放物線 y = x2 で囲まれる

領域をDとするとき、二重積分
∫∫

D

xy dxdy を計算せよ。

領域Dは以下のような領域である：

1

1

0 x

y

D

∫∫
D

xydxdy =

∫ 1

0

dx

∫ x

x2

dy xy

=

∫ 1

0

dx

[
1

2
xy2
]y=x

y=x2

=

∫ 1

0

dx
1

2
(x3 − x5)

=

[
1

8
x4 − 1

12
x6

]x=1

x=0

=
1

24

6. 定積分
∫ ∞

0

e−x2

dxを計算せよ。

————————————

I =

∫ ∞

0

e−x2

dxとし、I2 を計算すると、

I2 =

(∫ ∞

0

e−x2

dx

)(∫ ∞

0

e−y2

dy

)
=

∫ ∞

0

dx

∫ ∞

0

dy e−(x2+y2)

=

∫ ∞

0

dr

∫ π
2

0

dθ re−r2

=

(∫ ∞

0

re−r2dr

)(∫ π
2

0

dθ

)

= −1

2

[
e−r2

]∞
0

[θ]
π
2
0

= −1

2
(0− 1)

(π
2
− 0
)

=
π

4

より、I =

√
π

4
=

√
π

2
を得る。

∫ ∞

0

e−x2

dx =

√
π

2

7. n! = 1×2×3×· · ·×(n−1)×nはnが自然数 (n = 1, 2, 3, · · · )
のときに定義されるが、以下の様に非自然数へと拡張できる。
(1) (自然数とは限らない)実数 tに対し、関数 f(t)を定積分

f(t) = 2

∫ ∞

0

x2t+1e−x2

dx (t > −1)

で定義する。自然数 nに対しては、f(n) = n! が成り
立つことを示せ。
————————————
t > 0のとき、

f(t) = 2

∫ ∞

0

x2t+1e−x2

dx

= −
∫ ∞

0

x2t
(
e−x2

)′
dx

= −
[
x2te−x2

]∞
0

+

∫ ∞

0

(x2t)′e−x2

dx

= 2t

∫ ∞

0

x2t−1e−x2

dx

= tf(t− 1)

より、自然数 nに対して

f(n) = nf(n− 1) = n(n− 1)f(n− 2) = · · · = n!f(0)

となる。ここで、

f(0) = 2

∫ ∞

0

xe−x2

dx = −
[
e−x2

]∞
0

= 1

より、f(n) = n!を得る。



(2) この関係式 n! = f(n)は nが自然数の場合に成り立つ
が、これを n = 1

2 の場合に拡大解釈することによって、

1
2
! =

√
π
2

を示せ。

————————————

1
2 ! = f( 12 ) =

1
2f(−

1
2 ) =

∫ ∞

0

e−x2

dx =

√
π

2

　


