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1. 3次元空間内の 3点 O, A, Bの座標を
O:(0, 0, 0), A:(−1, 1, 2), B:(1,−2, 1)とする。
ベクトル a⃗, b⃗を、a⃗ =

−→
OA, b⃗ =

−→
OBで定める。

(1) a⃗と b⃗の内積 a⃗ · b⃗ および外積 a⃗× b⃗を計算せよ。

a⃗ · b⃗ = −1× 1 + 1× (−2) + 2× 1 = −1− 2 + 2 = −1 ,

a⃗× b⃗ = (1× 1− 2× (−2),

2× 1− (−1)× 1,

− 1× (−2)− 1× 1)

= (5, 3, 1)

(2) cos∠AOBの値を求めよ。

cos∠AOB =
a⃗ · b⃗
|⃗a||⃗b|

=
−1√
6
√
6
= −1

6

(3) 3点 O, A, Bを通る平面の方程式を求めよ。

5x+ 3y + z = 0

(4) 三角形 OABの面積を求めよ。

△OAB =
1

2
|⃗a× b⃗| = 1

2

√
52 + 32 + 12 =

√
35

2

2. 以下で与えられた関数 yを xで微分し、y′ を求めよ。
(1) y = (x2 + 1)5

y′ = 5(x2 + 1)4(x2 + 1)′ = 10x(x2 + 1)4

(2) y =
√
x2 + 3

y′ =
1

2
(x2 + 3)−

1
2 (x2 + 3)′ =

x√
x2 + 3

(3) y = e−x2

y′ = e−x2

(−x2)′ = −2xe−x2

(4) y = sin−1 x

x = sin y,

dx

dy
= cos y =

√
1− sin2 y =

√
1− x2,

(sin−1 x)′ =
dy

dx
=

1
dx
dy

=
1√

1− x2

(5) y = (log x)
3

{
(log x)3

}′
= 3(log x)2(log x)′

=
3(log x)2

x

(6) y = xx

y = xx = elog xx

= ex log x,

(xx)′ = (ex log x)′ = ex log x(x log x)′

= xx {(x)′ log x+ x(log x)′} = (1 + log x)xx

3. (1) ex, cosx, sinxをマクローリン展開し、
最初の第４項までを具体的に書き下せ。
f(x) = ex, f(0) = 1,
f ′(x) = ex, f ′(0) = 1,
f ′′(x) = ex, f ′′(0) = 1,
f ′′′(x) = ex, f ′′′(0) = 1,

ex = 1 + x+
1

2
x2 +

1

3!
x3 + · · ·

f(x) = sinx, f(0) = 0,
f ′(x) = cosx, f ′(0) = 1,
f ′′(x) = − sinx, f ′′(0) = 0,
f ′′′(x) = − cosx, f ′′′(0) = −1,
以下この 4つの繰り返し

sinx = x− 1

3!
x3 +

1

5!
x5 − 1

7!
x7 + · · ·

同様に、 cosx = 1− 1

2!
x2 +

1

4!
x4 − 1

6!
x6 + · · ·

(2) ex の展開式に x = iθを代入することにより、
オイラーの公式 eiθ = cos θ + i sin θを示せ。

ex = 1 + iθ +
1

2
(iθ)2 +

1

3!
(iθ)3 +

1

4!
(iθ)4 +

1

5!
(iθ)5 + · · ·

= 1 + iθ − 1

2
θ2 − i

1

3!
θ3 +

1

4!
θ4 + i

1

5!
θ5 · · ·

=

(
1− 1

2
θ2 +

1

4!
θ4 + · · ·

)
+ i

(
θ − 1

3!
θ3 +

1

5!
θ5 + · · ·

)
= cos θ + i sin θ

4. 以下の極限値を計算せよ。

(1) lim
x→∞

log x

x
= lim

x→∞

(log x)′

(x)′
= lim

x→∞

1
x

1
= lim

x→∞

1

x
= 0

(2) lim
x→∞

xe−x = lim
x→∞

x

ex
= lim

x→∞

(x)′

(ex)′
= lim

x→∞

1

ex
= 0

(3) lim
x→0

1− cosx

x2
= lim

x→0

sinx

2x
= lim

x→0

cosx

2
=

1

2



5. πの値を逆正接関数の級数展開から求めたい。
(1) tanα = 1

5 のとき、tan 2α, tan 4αの値を求めよ。
sin, cosに対する加法定理

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ,

sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ,

と、tanα = sinα/ cosαを使えば、tanに対する加法
定理

tan(α+ β) =
sin(α+ β)

cos(α+ β)
=

sinα cosβ + cosα sinβ

cosα cosβ − sinα sinβ

=

sinα cos β
cosα cos β + cosα sin β

cosα cos β

cosα cos β
cosα cos β − sinα sin β

cosα cos β

=

sinα
cosα + sin β

cos β

1− sinα
cosα

sin β
cos β

=
tanα+ tanβ

1− tanα tanβ

を得る。ここで、β = αを代入すれば tanに対する倍
角の公式

tan 2α =
2 tanα

1− tan2 α
.

を得る。これより、

tan 2α =
2 tanα

1− tan2 α
=

2
5

1− 1
25

=
5

12

tan 4α =
2 tan 2α

1− tan2 2α
=

5
6

1− 25
144

=
120

119

を得る。
(2) 4 tan−1 1

5 − tan−1 1
239 = π

4 を示せ。
tanα = 1

5 のとき、α = tan−1 1
5 となる。

tan
(
4α− π

4

)
=

tan 4α+ tan
(
−π

4

)
1− tan 4α tan

(
−π

4

)
=

120
119 − 1

1 + 120
119

=
120− 119

119 + 120
=

1

239

より、tan−1 1
239 = 4α − π

4 なので、α = tan−1 1
5 に注

意すれば与式を得る。
(3) tan−1 xを xの 3次までマクローリン展開せよ。

f(x) = tan−1 x, f(0) = 0,
f ′(x) = (1 + x2)−1, f ′(0) = 1,
f ′′(x) = −2x(1 + x2)−2, f ′′(0) = 0,
f ′′′(x) = −2(1 + x2)−2 + 8x2(1 + x2)−3, f ′′′(0) = −2,

より、 tan−1 x = x− 1

3
x3 + · · ·

(4) 上の結果から πの値を小数第 2位まで計算せよ。

関係式 π = 16 tan−1 1
5 − 4 tan−1 1

239 から π の値を計
算する。

16 tan−1 1

5
=

16

5
− 16

3 · 53
+ · · ·

= 3.2− 0.042666 · · ·+ · · · = 3.1573333 · · · ,

4 tan−1 1

239
=

4

239
+ · · · = 0.016736 · · ·

より、π = 3.1573333 − 0.016736 · · · = 3.14 · · · を
得る。

6. 100.3 の値を小数第 3位まで計算せよ。

100.3 = 10
3
10 = 103×

1
10 = (103)

1
10 = 1000

1
10

ここで、210 = 1024が 1000に近い値であることを使って、

100.3 = 1000
1
10 =

(
210

1000

1024

) 1
10

= 2

(
1000

1024

) 1
10

= 2

(
1− 24

1024

) 1
10

= 2

(
1− 3

128

) 1
10

と変形できる。
ここで、f(x) = (1− x)

1
10 をマクローリン展開すると、

f(x) = (1− x)
1
10 , f(0) = 1,

f ′(x) = − 1
10 (1− x)−

9
10 , f ′(0) = − 1

10 ,

f ′′(x) = − 9
100 (1− x)−

19
10 , f ′′(0) = − 9

100 ,

より、(1− x)
1
10 = 1− 1

10
x− 9

200
x2 + · · · となる。

したがって、

100.3 = 2

(
1− 3

128

) 1
10

= 2

(
1− 1

10

3

128
− 9

200

32

1282
+ · · ·

)
= 2− 3

640
− 9× 9

100× 1282
+ · · ·

ここで、 9×9
100×1282 < 10×10

100×1282 = 1
1282 < 1

1002 = 10−4 より、

この項は小数第三位までの値には影響しないので無視して、

100.3 = 2 − 3

640
+ · · · = 2 − 0.0046875 + · · · = 1.995 · · ·

を得る。


