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1. 以下の微分方程式の一般解を求めよ。

(1) y′′ + y′ − 2y = −2x2 + 4x− 1

特性方程式 λ2 + λ− 2 = 0 の解は λ = 1,−2 なので、斉次方程式
の一般解は y = Aex +Be−2x となる。

次に、特解を求める。

y = ax2 + bx+ c

とおく。微分すると、

y′ = 2ax+ b, y′′ = 2a

なので、これらを元の微分方程式に代入して、

2a+ (2ax+ b)− 2(ax2 + bx+ c)

= −2ax2 + (2a− 2b)x+ 2a+ b− 2c

= −2x2 + 4x− 1

より、

−2a = −2, 2a− 2b = 4, 2a+ b− 2c = −1

を得る。これを解くと

(a, b, c) = (1,−1, 1)

なので、特解は

y = x2 − x+ 1

となるので、求める一般解は、

y = Aex +Be−2x + x2 − x+ 1

となる。

(2) y′′ + y′ − 6y = e2x

特性方程式 λ2 + λ− 6 = 0 の解は λ = 2,−3 なので、斉次方程式
の一般解は y = Ae2x +Be−3x となる。

次に、特解を求める。微分方程式の右辺が基本解と一致している
ので、

y = axe2x

とおく。微分すると、

y′ = e2x(2ax+ a), y′′ = e2x(4ax+ 4a)

なので、これらを元の微分方程式に代入して、

e2x(4ax+ 4a+ 2ax+ a− 6ax) = 5ae2x = e2x

より、

a = 1/5

なので、特解は

y =
1

5
xe2x

となるので、求める一般解は、

y =

(
1

5
x+A

)
e2x +Be−3x

となる。

(3) y′′ − y′ − 2y = cosx

特性方程式 λ2 − λ− 2 = 0 の解は λ = −1, 2 なので、斉次方程式
の一般解は y = Ae−x +Be2x となる。

次に、特解を求める。

y = a sinx+ b cosx

とおく。微分すると、

y′ = a cosx− b sinx, y′′ = −a sinx− b cosx

なので、これらを元の微分方程式に代入して、

(−a sinx− b cosx)− (a cosx− b sinx)− 2(a sinx+ b cosx)

= (−3a+ b) sinx+ (−a− 3b) cosx

= sinx

より、

−3a+ b = 1, −a− 3b = 0

を得る。これを解くと

(a, b) = (−1/10,−3/10)

なので、特解は

y = − 1

10
sinx− 3

10
cosx

となるので、求める一般解は、

y = Aex +Be−2x − 1

10
sinx− 3

10
cosx

となる。

2.

(1) z = 3x2y − 2xy2 のとき、全微分 dzを求めよ。

∂z

∂x
= 6xy − 2y2,

∂z

∂y
= 3x2 − 4xy,

dz = (6xy − 2y2)dx+ (3x2 − 4xy)dy.

(2) 2変数関数 f(x, y) = exy に対し、

二次偏導関数
∂2f

∂x2
,
∂2f

∂y2
,

∂2f

∂x∂y
,

∂2f

∂y∂x
を全て計算せよ。

∂2z

∂x2
=

∂

∂x
(yexy) = y2exy,

∂2z

∂y2
=

∂

∂y
(xexy) = x2exy,

∂2z

∂x∂y
=

∂

∂x
(xexy) = (1 + xy)exy,

∂2z

∂y∂x
=

∂

∂y
(yexy) = (1 + xy)exy.



3. 位置ベクトルを

−→r = (x, y, z)

r = |−→r | =
√
x2 + y2 + z2

と書くとき、以下の量を計算せよ。

(1)
−→
∇r

∂r

∂x
=

∂

∂x
(x2 + y2 + z2)1/2

=
1

2
(x2 + y2 + z2)−1/2(x2 + y2 + z2)′

=
1

2
(x2 + y2 + z2)−1/22x

= x(x2 + y2 + z2)−1/2

=
x√

x2 + y2 + z2

=
x

r

同様に、

∂r

∂y
=

y

r
,

∂r

∂z
=

z

r
.

以上より、

−→
∇r =

(
∂r

∂x
,
∂r

∂y
,
∂r

∂z

)
=

(x
r
,
y

r
,
z

r

)
=

1

r
(x, y, z)

=
−→r
r
.

(2)
−→∇ · −→r = 1 + 1 + 1 = 3

(3)
−→
∇ 1

r

∂

∂x

1

r
=

∂

∂x
(x2 + y2 + z2)−1/2

= −1

2
(x2 + y2 + z2)−3/2(x2 + y2 + z2)′

= −1

2
(x2 + y2 + z2)−3/22x

= −x(x2 + y2 + z2)−3/2

= − x(√
x2 + y2 + z2

)3

= − x

r3

同様に、

∂r

∂y
= − y

r3
,

∂r

∂z
= − z

r3
.

以上より、

−→
∇r =

(
∂

∂x

1

r
,
∂

∂y

1

r
,
∂

∂z

1

r

)
=

(
− x

r3
,− y

r3
,− z

r3

)
= − 1

r3
(x, y, z)

= −
−→r
r3

.

4. 3点 (0, 0), (1, 0), (0, 1)を頂点とする三角形で囲まれる領域を

Dとするとき、二重積分
∫∫

D

xy dxdy の値を計算せよ。

D = {0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1− x},

∫∫
D

xydxdy =

∫ 1

0

dx

∫ 1−x

0

dyxy

=

∫ 1

0

dx

[
1

2
xy2

]1−x

0

=

∫ 1

0

dx
1

2
x(1− x)2

=
1

2

∫ 1

0

dx(x3 − 2x2 + x)

=
1

2

[
1

4
x4 − 2

3
x3 +

1

2
x2

]1
0

=
1
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