
数学 II　第7回　微分方程式 I 2013年 11月 05日

担当：佐藤 純

問題 1

以下の微分方程式を、与えられた初期条件のもとに解け。

(1-1) y′ = 3y (x, y) = (0, 2)

dy

dx
= 3y,

dy

y
= 3dx,∫
dy

y
= 3

∫
dx,

log |y| = 3x+ C,

|y| = e3x+C = eCe3x,

y = ±eCe3x.

ここで、±eC = Aとおくと、y = Ae3xとなる。初期条件より、x = 0のとき y = 2なので、
A = 2である。よって、y = 2e3xを得る。

(1-2) y′ = x(1− y) (x, y) = (0, 0)

dy

dx
= x(1− y),

dy

1− y
= xdx,∫

dy

1− y
=

∫
xdx,

− log |1− y| = 1

2
x2 + C,

|1− y| = e−
1
2
x2−C = e−Ce−

1
2
x2

,

1− y = ±e−Ce−
1
2
x2

.

ここで、±e−C = Aとおくと、1− y = Ae−
1
2
x2
となる。初期条件より、x = 0のとき y = 0なの

で、1− 0 = Ae0より、A = 1である。よって、y = 1− e−
1
2
x2
を得る。

(1-3) y′ = y2x3 (x, y) = (0, 1)

dy

dx
= y2x3,

dy

y2
= x3dx,∫
dy

y2
=

∫
x3dx,

1



− 1

y
=

1

4
x4 + C.

初期条件より、x = 0のとき y = 1なので、C = −1である。よって、

− 1

y
=

1

4
x4 − 1 =

x4 − 4

4
,

y =
4

4− x4

を得る。

(1-4) yy′ = x (x, y) = (1, 0)

ydy = xdx,∫
ydy =

∫
xdx,

1

2
y2 =

1

2
x2 + C.

初期条件より、x = 1のとき y = 0なので、C = −1
2
である。よって、

1

2
y2 =

1

2
x2 − 1

2
,

x2 − y2 = 1

を得る。

(1-5) y′ + y tanx = 0 (x, y) = (0, 1)

dy

dx
= −y tanx,

dy

y
= − tanxdx,∫
dy

y
= −

∫
tanxdx,∫

dy

y
=

∫
(cosx)′

cos x
dx,

log |y| = log | cosx|+ C,

y = A cos x.

初期条件より、x = 0のとき y = 1なので、A = 1である。よって、

y = cos x

を得る。
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(1-6) y′ =
x− y

x+ y
(x, y) = (0, 0)

y′ =
x− y

x+ y
=

1− y
x

1 + y
x

.

ここで、t = y
x
とおくと、y = txの両辺を xで微分して、y′ = t′x+ tである。よって、

t′x+ t =
1− t

1 + t
,

t′x =
1− t

1 + t
− t =

1− 2t− t2

1 + t
,

dt

dx
=

1

x

1− 2t− t2

1 + t
,∫

1 + t

1− 2t− t2
dt =

∫
dx

x
,

− 1

2
log |1− 2t− t2| = log |x|+ C,

log |1− 2t− t2| = −2 log |x| − 2C = log
1

x2
− 2C,

1− 2t− t2 =
A

x2
,

x2 − 2xy − y2 = A

を得る。初期条件よりA = 0なので、x2 − 2xy − y2 = 0となる。

(1-7) y′ =
2xy

x2 − y2
(x, y) = (0, 1)

y′ =
2xy

x2 − y2
=

2
(
y
x

)
1−

(
y
x

)2 .
ここで、t = y

x
とおくと、y = txの両辺を xで微分して、y′ = t′x+ tである。よって、

t′x+ t =
2t

1− t2
,

t′x =
2t

1− t2
− t =

t+ t3

1− t2
,∫

1− t2

t+ t3
dt =

∫
dx

x
.

となる。ここで、

1− t2

t+ t3
=

1− t2

t(1 + t2)
=

a

t
+

bt+ c

1 + t2

とおいて、定数 a, b, cを決定する。

a

t
+

bt+ c

1 + t2
=

a+ at2 + bt2 + ct

t(1 + t2)
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なので、恒等式 1− t2 = a+ at2 + bt2 + ctが成り立つためには、a+ b = −1, c = 0, a = 1なの
で、これを解いて a = 1, b = −2, c = 0を得るよって、∫

1− t2

t+ t3
dt =

∫
dx

x
,∫ (

1

t
− 2t

1 + t2

)
dt =

∫
dx

x
,

log

∣∣∣∣ t

1 + t2

∣∣∣∣ = log |x|+ C,

t

1 + t2
= Ax,

y

x2 + y2
= A

を得る。初期条件よりA = 1なので、x2 + y2 − y = 0となる。

(1-8) y′ − y = x (x, y) = (0, 0)

右辺をゼロにおいた、斉次方程式 y′ − y = 0をまず解く。これは変数分離形なので、

dy

dx
= y,

dy

y
= dx,∫
dy

y
=

∫
dx,

log |y| = x+ C,

y = Aex

と解ける。ここで、Aは積分定数であるが、xの関数A(x)であるとみなして (定数変化法)、も
との微分方程式に代入すると、

A′ex + Aex − Aex = x,

A′ = xe−x

とAに対する微分方程式が得られる。これを積分して

A =

∫
xe−xdx

=

∫
x(−e−x)′dx

= −xe−x +

∫
(x)′e−xdx

= −xe−x − e−x + C

とAが求まる。これを y = Aexに代入して、y = Cex − x− 1を得る。初期条件よりC = 1な
ので、

y = ex − x− 1

となる。
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(1-9) y′ − 2y = ex (x, y) = (0, 0)

右辺をゼロにおいた、斉次方程式 y′ − 2y = 0をまず解く。これは変数分離形なので、

dy

dx
= 2y,

dy

y
= 2dx,∫
dy

y
=

∫
2dx,

log |y| = 2x+ C,

y = Ae2x

と解ける。ここで、Aは積分定数であるが、xの関数A(x)であるとみなして (定数変化法)、も
との微分方程式に代入すると、

A′e2x + 2Ae2x − 2Ae2x = ex,

A′ = e−x

とAに対する微分方程式が得られる。これを積分して

A = −e−x + C

と Aが求まる。これを y = Ae2xに代入して、y = Ce2x − exを得る。初期条件より C = 1な
ので、

y = e2x − ex

となる。

(1-10) y′ + xy = x3 (x, y) = (0, 0)

右辺をゼロにおいた、斉次方程式 y′ + xy = 0をまず解く。これは変数分離形なので、

dy

dx
= −xy,

dy

y
= −xdx,∫
dy

y
= −

∫
xdx,

log |y| = −1

2
x2 + C,

y = Ae−
1
2
x2

と解ける。ここで、Aは積分定数であるが、xの関数A(x)であるとみなして (定数変化法)、も
との微分方程式に代入すると、

A′e−
1
2
x2 − xAe−

1
2
x2

+ xAe−
1
2
x2

= x3,

A′ = x3e
1
2
x2

5



とAに対する微分方程式が得られる。これを積分して

A =

∫
x3e

1
2
x2

dx

=

∫
x2(e

1
2
x2

)′dx

= x2e
1
2
x2 −

∫
(x2)′e

1
2
x2

dx

= x2e
1
2
x2 − 2

∫
xe

1
2
x2

dx

= x2e
1
2
x2 − 2e

1
2
x2

+ C

と Aが求まる。これを y = Ae−
1
2
x2
に代入して、y = Ce−

1
2
x2

+ x2 − 2を得る。初期条件より
C = 2なので、

y = 2e−
1
2
x2

+ x2 − 2

となる。

(1-11) y′ + y cos x = sin 2x (x, y) = (0, 0)

右辺をゼロにおいた、斉次方程式 y′ + y cosx = 0をまず解く。これは変数分離形なので、

dy

dx
= −y cos x,

dy

y
= − cos xdx,∫
dy

y
= −

∫
cos xdx,

log |y| = − sinx+ C,

y = Ae− sinx

と解ける。ここで、Aは積分定数であるが、xの関数A(x)であるとみなして (定数変化法)、も
との微分方程式に代入すると、

A′e− sinx − cos xAe− sinx + cos xAe− sinx = sin 2x,

A′ = sin 2xesinx

とAに対する微分方程式が得られる。これを積分して

A =

∫
sin 2xesinxdx

= 2

∫
sinx cosxesinxdx

= 2

∫
(sinx)′ sinxesinxdx

= 2

∫
tetdt (t = sin x)
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= 2

∫
t(et)′dt

= 2tet − 2

∫
(t)′etdt

= 2(t− 1)et + C

= 2(sin x− 1)esinx + C

とAが求まる。これを y = Ae− sinxに代入して、y = Ce− sinx + 2(sin x − 1)esin tを得る。初期
条件よりC = 2なので、

y = 2(e− sinx + sinx− 1)

となる。


