
数学演習 I　第7回　ベクトルの内積 2013年 5月 22日

担当：佐藤 純

問題 1

２次元ベクトル a⃗, b⃗が、成分表示で a⃗ = (1, 2), b⃗ = (−1, 1)と与えられているとする。

(1-1) a⃗, b⃗, a⃗+ b⃗, a⃗− b⃗ を図示せよ。

(1-2) 3a⃗− 2⃗bを計算せよ。

3a⃗− 2⃗b = (5, 4)

(1-3) 内積 a⃗ · b⃗を計算せよ。

a⃗ · b⃗ = 1× (−1) + 2× 1 = 1

(1-4) ベクトル a⃗, b⃗のなす角を θとするとき、cos θ, sin θ, tan θの値を求めよ。

a⃗ · b⃗ = |a||b| cos θより、1 =
√
5
√
2 cos θ

よって、cos θ = 1√
10
, sin θ = 3√

10
, tan θ = 3.

問題 2

ベクトル a⃗, b⃗が、|⃗a| = 2, |⃗b| = 3, |⃗a+ b⃗| = 4 を満たすとする。

(2-1) 内積 a⃗ · b⃗を計算せよ。

16 = |⃗a+ b⃗|2 = (⃗a+ b⃗) · (⃗a+ b⃗) = |⃗a|2 + |⃗b|2 + 2a⃗ · b⃗ = 13 + 2a⃗ · b⃗ (1)

したがって、a⃗ · b⃗ = 3/2.

(2-2) ベクトル a⃗, b⃗のなす角を θとするとき、tan θの値を求めよ。

cos θ =
3
2

2× 3
= 1/4, sin θ =

√
15
4
, tan θ =

√
15.

(2-3) |⃗a− 2⃗b|を計算せよ。
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|⃗a− 2⃗b|2 = (⃗a− 2⃗b) · (⃗a− 2⃗b) = |⃗a|2 + 4|⃗b|2 − 4a⃗ · b⃗ = 22 + 4× 32 − 4× 3

2
= 34 (2)

したがって、|⃗a− 2⃗b| =
√
34

問題 3

ゼロでない２つのベクトル a⃗, b⃗に対し、|⃗a+ b⃗| = |⃗a− b⃗|が成り立つとき、ベクトル a⃗, b⃗は直交
することを示せ。

0 = |⃗a+ b⃗|2 − |⃗a− b⃗|2 = 4a⃗ · b⃗
したがって、a⃗ · b⃗ = 0よりベクトル a⃗, b⃗は直交する。

問題 4

3次元空間に、点 P: (2,−3, 1)と、ベクトル a⃗ = (1, 3,−2), b⃗ = (−3, 1,−1)がある。

(4-1) 2つのベクトル a⃗, b⃗に共に垂直なベクトルを一つ、求めよ。

求めるベクトルを c⃗ = (x, y, z)とおくと、⃗a · c⃗ = b⃗ · c⃗ = 0より、x+3y−2z = −3x+y−z = 0
を得る。これを解いて、c⃗ = (−1, 7, 10).

(4-2) 点 Pを通り、ベクトル a⃗に平行な直線の方程式を求めよ。

直線上の任意の点をQ: (x, y, z)とおくと、
−→
OQ =

−→
OP+ t⃗a と書ける。ここで、tは任意の定

数である。
−→
OQ = (x, y, z),

−→
OP = (2,−3, 1)より、

x = 2 + t,

y = −3 + 3t,

z = 1− 2t (3)

となる。これから tを消去すれば求める直線の式になる。tについて解くと、t = x−2 =
y + 3

3
=

−z − 1

2
なので、求める直線の式は、x− 2 =

y + 3

3
= −z − 1

2
となる。

(4-3) 点 Pを通り、ベクトル a⃗に垂直な平面の方程式を求めよ。

求める平面上の任意の点をQ: (x, y, z)とおくと、ベクトル
−→
PQはこの平面内にあるので、ベ

クトル a⃗と常に直交している。よって、a⃗ ·
−→
PQ = 0 と書ける。ここで、a⃗ = (1, 3,−2),

−→
PQ =

(x− 2, y + 3, z − 1)より、

0 = (x− 2) + 3(y + 3)− 2(z − 1) = x+ 3y − 2z + 9 (4)

となる。よって、求める平面の式は、x+ 3y − 2z + 9 = 0となる。
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