
統計力学演習　第12回　金属の自由電子論 2012年 7月 10日

問題 1

金属中では、原子核および内殻電子は陽イオンとして結晶格子上に局在しているが、最
外殻電子は特定の原子核に束縛されずに動き回っている。これらの最外殻電子は、陽イ
オンおよび他の最外殻電子たちとクーロン相互作用しているが、これらを無視して自由
に動き回っているとした模型を自由電子模型という。この非常に簡単化した自由電子模
型で、金属の電気伝導率、比熱などの物理量の振る舞いを説明することができる。

(1-1) 金属は一辺Lの立方体であるとし (体積 V = L3)、この中をN 個の質量mの自由電
子が動き回っているとする。相互作用はないとしているので、１つの自由電子のハミル
トニアンは、
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となる。Schrödinger方程式HΨ(x, y, z) = EΨ(x, y, z)を解くことにより、波動関数：
Ψ(x, y, z) ∝ ei⃗k·r⃗ = ei(kxx+kyy+kzz), エネルギー固有値：E = ~2k2/2m (k2 = k2
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と書けることを示せ。

(1-2) 金属の表面において周期境界条件

Ψ(x = 0, y, z) = Ψ(x = L, y, z),

Ψ(x, y = 0, z) = Ψ(x, y = L, z),

Ψ(x, y, z = 0) = Ψ(x, y, z = L) (2)

を課すと、波数ベクトルが

k⃗ = (kx, ky, kz) =
2π

L
(nx, ny, nz), nx, ny, nz = 0,±1,±2, · · · (3)

と量子化されることを示せ。

(1-3) 絶対零度の極限を考えると、系は電子をエネルギー準位が低いものから順にN 個
詰めた状態になる。一電子状態は、波数ベクトル k⃗を指定することにより定まる。波数
空間において、エネルギーの低い順にN 個の電子を詰めていくと、エネルギー固有値は
E = ~2k2/2mで与えられるので、原点を中心とする球内に電子が詰まる。この球の半径
をフェルミ波数 kF という。この球内の状態数を数え上げることにより、
kF = (3π2N/V )1/3を示せ。ただし、電子にはスピンがあり、上向きと下向きの２自由度
があるので、波数空間の１格子点あたり、電子を２個詰めることができることに注意
せよ。
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(1-4) 1モルの銀 (108g)は、10cm3の体積を占める。ただし、銀は１価金属である。銀中
の自由電子に対するフェルミ波数、フェルミエネルギー、フェルミ温度を求めよ。ただ
し、プランク定数を ~ = 1× 10−34[J·s], アボガドロ数を 6× 1023、電子の質量を
1× 10−30[kg]、ボルツマン定数を kB = 1× 10−23[J/K]とする。有効数字１桁程度の大雑
把な見積もりでよい。
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