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問題 1 Lagrangian

L(q, q̇) = q̇2 + cos q (1)

で記述される力学系を考える．

(1-1) Euler-Lagrange方程式を書け．

∂L

∂q
= − sin q,

∂L

∂q̇
= 2q̇,

d

dt

∂L

∂q̇
= 2q̈ (2)

より，

2q̈ = − sin q (3)

(1-2) Hamiltonian H(q, p)を構成せよ．

p =
∂L

∂q̇
= 2q̇, q̇ =

1

2
p (4)

より，

H(q, p) = pq̇ − L = p

(
1

2
p

)
−

[(
1

2
p

)2

+ cos q

]
=

1

4
p2 − cos q (5)

(1-3) 正準方程式を書き，(1-1)の結果と等価であることを確認せよ．


q̇ =

∂H

∂p
=

1

2
p

ṗ = −∂H

∂q
= − sin q

(6)

より，

2q̈ = ṗ = − sin q (7)



問題 2 3次元空間を 1粒子が運動している．粒子の位置ベクトルを r⃗ = (q1, q2, q3)，運動量を
p⃗ = (p1, p2, p3)とする．物理量A(qi, pi), B(qi, pi)の Poissonかっこは

{A,B} :=
3∑

i=1

(
∂A

∂q i

∂B

∂p i

− ∂B

∂q i

∂A

∂p i

)
(8)

で定義される．

(2-1) 正準関係式

{qi, pj} = δij, {qi, qj} = 0, {pi, pj} = 0 for i, j = 1, 2, 3 (9)

を示せ．ただし，δijはクロネッカーのデルタである．

{qi, pj} =
3∑

k=1

(
∂qi
∂qk

∂pj
∂pk

− ∂pj
∂qk

∂qi
∂pk

)
=

3∑
k=1

(δikδjk − 0 · 0) = δij (10)

{qi, qj} =
3∑

k=1

(
∂qi
∂qk

∂qj
∂pk

− ∂qj
∂qk

∂qi
∂pk

)
=

3∑
k=1

(δik · 0− δjk · 0) = 0 (11)

{pi, pj} =
3∑

k=1

(
∂pi
∂qk

∂pj
∂pk

− ∂pj
∂qk

∂pi
∂pk

)
=

3∑
k=1

(0 · δjk − 0 · δik) = 0 (12)

(2-2) 粒子の角運動量は L⃗ = r⃗ × p⃗と書かれる．{L1, L2} = L3が成り立つことを示せ．

角運動量の成分表示は

L1 = q2p3 − q3p2

L2 = q3p1 − q1p3

L3 = q1p2 − q2p1 (13)

である．前問で示した正準関係式と，Poisson括弧の双線形性およびLeibnitz則

{A,BC} = {A,B}C +B{A,C},
{AB,C} = {A,C}B + A{B,C} (14)

を用いて，

{L1, L2} = {q2p3 − q3p2, q3p1 − q1p3}
= {q2p3, q3p1} − {q2p3, q1p3} − {q3p2, q3p1}+ {q3p2, q1p3}
= q2{p3, q3}p1 − 0− 0 + q1{q3, p3}p2
= q1p2 − q2p1 = L3 (15)

を得る．



問題 3 Hamiltonian H(q, p)で記述される系に，母関数

G(q,Q) =
1

2
cot θ

(
q2 +Q2

)
− 1

sin θ
qQ (16)

による正準変換を施す．

(3-1) 具体的な変換式

Q = Q(q, p) (17)

P = P (q, p) (18)

を書き下せ．

p =
∂G

∂q
= q cot θ − Q

sin θ
, (19)

P = −∂G

∂Q
= −Q cot θ +

q

sin θ
(20)

式 (19)をQについて解いて，

Q = q cos θ − p sin θ. (21)

これを式 (20)に代入して，

P = −(q cos θ − p sin θ)
cos θ

sin θ
+

q

sin θ

= −q
cos2 θ

sin θ
+ p cos θ +

q

sin θ
= q sin θ + p cos θ (22)

を得る． {
Q(q, p) = q cos θ − p sin θ

P (q, p) = q sin θ + p cos θ
(23)

(3-2) 変数変換の Jacobi行列 J を計算し，det J = 1を確かめよ．

J =


∂Q

∂q

∂Q

∂p

∂P

∂q

∂P

∂p

 =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
(24)

より，

det J = cos θ · cos θ − (− sin θ) sin θ

= cos2 θ + sin2 θ

= 1 (25)


