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問題 1 tの関数 x(t)を区間 t1 ≤ t ≤ t2で考える．
区間の両端 x(t1)と x(t2)を固定するという条件の下で，汎関数

S[x(t)] =

∫ t2

t1

L(x, ẋ)dt (1)

を最小にするという条件から，Euler-Lagrange方程式

∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ
= 0 (2)

を導け．

変分 x → x+ δxをとる．ẋ → ẋ+
d

dt
δxに注意して，作用の変分を計算すると

δS =

∫ t2

t1

δL(x, ẋ)dt

=

∫ t2

t1

[
∂L

∂x
δx+

∂L

∂ẋ
δẋ

]
dt

=

∫ t2

t1

[
∂L

∂x
δx+

∂L

∂ẋ

(
d

dt
δx

)]
dt (3)

となる．第二項を部分積分すると，∫ t2

t1

∂L

∂ẋ

(
d

dt
δx

)
dt =

[
∂L

∂ẋ
δx

]t2
t1

−
∫ t2

t1

(
d

dt

∂L

∂ẋ

)
δxdt

= −
∫ t2

t1

(
d

dt

∂L

∂ẋ

)
δxdt (4)

となる．ここで，両端を固定するという条件

δx(t1) = δx(t2) = 0 (5)

より，境界項は消えることを使った．したがって，

δS =

∫ t2

t1

[
∂L

∂x
δx−

(
d

dt

∂L

∂ẋ

)
δx

]
dt

=

∫ t2

t1

[
∂L

∂x
−

(
d

dt

∂L

∂ẋ

)]
δxdt (6)

を得る．これが任意の関数 δx(t)に対してゼロになる条件として，

∂L

∂x
− d

dt

∂L

∂ẋ
= 0 (7)

を得る．



問題 2 単振り子の Lagrangianを書き下し，Euler-Lagrange方程式を導け．

系の力学変数を θ(t)とする．おもりの速度は ℓθ̇，おもりの最下点からの高さは ℓ− ℓ cos θ
と書けるので，系の Lagrangianは

L(θ, θ̇) =
1

2
m(ℓθ̇)2 −mgℓ(1− cos θ) (8)

と書ける．したがって，Euler-Lagrange方程式は，

∂L

∂θ
− d

dt

∂L

∂θ̇
= −mgℓ sin θ − d

dt

(
mℓ2θ̇

)
= −mgℓ sin θ −mℓ2θ̈

= 0 (9)

より，

θ̈ = −g

ℓ
sin θ (10)

となる．


